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Аннотация 

Рассматривается задача распространения сдвиговых волн в вязкоупругой неоднородной 

двухслойной среде, когда один слой экспоненциально- неоднородный, в частности,  

может быт  однородный вязкоупругий. Основной целью  работы является  разработка 

методики и алгоритма для решения задачи распространения волн в слоистых средах. Для 

математической постановки задачи использовано уравнение Ламе и соответствующие 

граничные условия. Исследовано полученное дисперсионное уравнение, описывающее 

соотношение между частотой и волновым числом. Уравнение диссперсионнных 

сотношений решается численно, методом Мюллера. Для диссипативно-неоднородных 

механических систем  обнаружено, что существует конечное число волн, если скорость 

распространения сдвиговой волны больше скорости объёмной волны первого слоя. 

Также установлено, что не существуют сдвиговые волны, распространяющиеся со 

скоростью меньшей минимума скорости объёмной волны первого слоя. Для 

вязкоупругого материала  получено  частотное уравнение типа Похгаммера и  определена   

дисперсия  комплексной фазовой скорости. Вязкоупругие свойства материала описаны  с 

помощью ядра наследственности Ржаницына – Колтунова. Оценены демпфирующие 

свойства конструкции.  

 

Ключевые слова: волна, слой, свободная граница, контактные условия, дисперсионные 

соотношения. 

 

 

1. Введение 

Закономерности распространения волн в деформируемых волноводах представляют 

значительный интерес для многих областей науки и техники. Их исследования составляет 

предметы динамики и прочностии машин, а также теории колебаний и волн, получившие 

в настоящее время широкое применение и развитие. Поэтому исследование 

распространения волн деформируемого  волноводе является актуальной задачей 

механики.   

Задаче распространения волн в упругом волноводе посвящены работы [1,2].    Задаче 

распространения упругих волн в многослойной  среде посвящены работы [3,4,4,6]  и др. 

В отличие от упругих волноводов, дисперсионные уравнения в наследственно – упругих 
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волноводах изучены недостаточно. Учет демпфирующей способности материала 

волновода играет огромную роль в динамическом поведении конструкции [7,8,9,10].  Она 

приводит к заметному ослаблению собственных колебаний, существенному понижению 

амплитуд при вынужденных колебаниях и сглаживанию напряжений в зоне концентрации 

при колебаниях. Оценить эту способность, можно лишь поняв природу поглощения 

энергии при колебаниях [11,12].  

Имеется достаточно много точек зрения на этот механизм, т.е. гипотез или теорий 

внутреннего  трения, причем значительный период здесь доминировала гипотеза вязкого 

сопротивления, удобная в расчетах, но не подтверждаемая экспериментами для металлов.  

Например, в работе [13,14] рассматривается  задача   о распространении  гармонических  

по времени  волн  в вязкоупругой  пластинке  переменной  толщины. Для  описания 

колебаний многослойного   цилиндра  применяются  трехмерные  уравнения  теории 

упругости  в цилиндрической  системе координат. Асимптотический  анализ  для решения 

задачи  распространения волн   в слое применен  в работах [15,16,17,18]. В этих  работах  

для решения дисперсионного уравнения применяются   численные методы. 

Анализируются дисперсионные кривые с комплексными параметрами. В работе [19]   

представлено замкнутое математическое изложение теории распространения 

монохроматических волн в вязкоупругих цилиндрических телах, в которой представлены 

аналитические решения и численные результаты фундаментальных задач 

распространения волн в произвольных линейных вязкоупругих средах.  В статье [20]   

исследовано распространение волн в вязкоупругих полосах вида стержня.  

 

2. Методы 

2.1.Постановка задачи и методы решения  

Исследуется задача распространения свободных затухающих волн на  двухслойной среде 

(рис.1), где первый слой   , ,0x R y h  −     имеет операторную экспоненциальную 

неоднородность, а второй слой    , 0,x R y d  – однородный с операторными модулями 

сдвига  

                       
( )

0[ ( )] [ ( )] ( )[ ( )] , 1,2.

t

i

j jf t f t R t f d j    
−

 
= − − = 

 
                   (1) 

( )f t  –произвольная функция; 
( ) ( )iR t − -соответственно  ядро релаксации  1-го и 2-го 

слоя; oj − мгновений модуль сдвига; j - плотности 1-го и 2-го слоя соответственно; 

1j = −  индекс соотношений, принадлежащих первому слою; 2j = −  индекс соотношений, 

принадлежащих  второму  слою; h  и d −  толщины первого и второго слоя соответственно. 
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     Рис.1. Расчетная схема двухслойного  плоского тела (плоского волновода) 

Предполагается, что модуль сдвига и плотность  первого а также второго слоев меняются 

по толщине по закону   
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Здесь 0 , ,j j j    − постоянные  величины. 

Уравнение распространения чисто сдвиговых волн в первом и втором слоях  имеет вид 

            

2
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где  
2 − оператор Лапласа; 
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Для решения интегро-дифференциальных уравнений (3) необходимо ставить граничные 

условия. На границах ,y h y d= − = заданы условия свободной границы: 

                                  
1 20, 0.y h y d

w w

y y
=− =

 
= =

 
                                       (4) 

На границе контакта слоев 1 и 2 принимается  условия непрерывности перемещений и 

касательных напряжений: 

( ) ( )1 2 ,1 ,2( ,0) ( ,0), ,0 ,0yz yzw x w x x x = = ,                                     (5) 

или  с учетом закона Гука (5) принимает следующий вид 
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Рассматривается анти-плоская задача, т.е. вектор перемещений представляется в виде  
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                                                0,0, ( , , )j ju w x y t =    .                                            (6) 

Требуется найти решение уравнений (4) и (5), удовлетворяющие граничным условиям (2) 

и (3). 

 Решение уравнения (4) представим в виде гармонической волны, распространяющейся в 

направлении оси x 

                         ( )1 2 ( )( , , ) ,j jk y k y i kx t

j j jw x y t A e B e e
  −= +                                    (7) 

где ,j jA B −интегральные постоянные, которые определяются из граничных условий (4) 

и (5); 
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соответственно косинус и синусоидальный образы материальной ядерной релаксации 

Фурье. В качестве ядра релаксации вязкоупругого материала выберем ядро Ржаницына-

Колтунова с трехпараметрической слабой сингулярностью   

( ) , ,1

, , /j jt

j jR t A e t    

   

− −
= ,  

где ,,A - материальные параметры 
R −  действительная величина [7]. 

Предполагается, что второй слой  однородный и вязкоупругий, тогда  2 0 = , и 

решение уравнения (3) принимает вид  

 

                    
( )

2 2 1 2 1( sin 1 cos 1 ) i kx tw A k y B k y e   −= − + − .                      (5) 

Для определения  произвольных постояных ,j jA B − используем граничные условия (4) 

и (5), тогда получается однородные  алгебраические  уравнения, из условие 

существования нетривиального решения которой получим дисперсионное уравнение  
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Равенство нулю детерминанта системы приводит к уравнению, определяющему 

комплексную фазовую скорость волн  

1 2

1 2

1 2

0 0

0 0 cos 1 sin 1
[ ( , )] 0.

1 1 0 1

1 0

k h k he e

k k
k

k k k
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 
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− − 
 
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 
 − 

                     (7) 

 

где 
R Ii  = + - комплексная  частота. Корни характеристического уравнения  (7) 

ищутся методом Мюллера, на каждой итерации метода Мюллера применяется метода 

Гаусса. 

 

3. Результаты и анализ 

Полученное частотное уравнение (7) численно решается с помощью программного 

комплекса MATLAB. Численные результаты получены при безразмерных параметрах.    

Во всех вариантах расчета приняты следующие безразмерные параметры слоев: 

0 1, 1, 1, 1,j jE h d= = = = .10,0;05,0;048,0 === A  

Изменение реальной и мнимой   части фазовой скорости ikRkk iccc +=  от волнового 

числа  приведено на рис. 2 и рис. 3. Для  вычисления приняты:  
22

2
02 012 2 2

2 2 1

, , , / , /s

s k s

c
kh r d h

k c c


     = = = = =


 . Из графиков рис.2 и рис.3 видно, что с 

увеличениям  волнового числа  соответствующие комплексные 
k Rk iki  = +  (реальные и 

мнимые части) частоты   имеют  предельные значения.  

Ниже приведены результаты численных расчётов. 

 
Рис.2. Зависимость  𝜂(𝜉) для однородных слоёв при разных значениях отношений 

толщин  при : 1.6222, 0.8111, 0. = = =  
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Рис. 3. Моды  𝜂(𝜉) для однородных  слоёв: 1-я мода; 2-я мода, 

( 1.6222, 0.8111, 1, 0.r = = = =  )    

Значения   𝜂(𝜉) , на рис. 2, при увеличении  𝜉  уменьшаются и становятся меньше единицы.  

                                                     Заключения  

Таким образом, распространение волн в двухслойных средах, когда первый слой 

неоднородный, а второй однородный, имеет следующие особенности:  

1) число волн бесконечно, если реальные части скорости распространения сдвиговой 

волны больше реальной части скорости объёмной волны первого слоя (умноженной на  

2 21 / k+ ) и больше скорости объёмной волны второго слоя;  

2) существует конечное число волн, если скорость реальной части  распространения 

сдвиговой волны больше скорости объёмной волны первого слоя (умноженной на 

2 21 / k+ )   и меньше реальной части скорости распространения объёмной волны 

второго слоя;  

3) не существует затухающих сдвиговых волн, распространяющихся со скоростью, 

меньшей минимума реальной части скорости объёмной волны первого слоя (умноженной 

на 2 21 / k+ ), меньше скорости реальной части объёмной волны второго слоя. 
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