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Аннотация 

Эта статья посвящена центральной предельной теореме, одному из самых 

замечательных результатов теории вероятностей. Сумма независимых 

случайных величин, каждая из которых бесконечно мала, при 

определенных условиях имеет распределение, близкое к функции 

нормального распределения (распределению Гаусса). Значение этого 

результата выходит далеко за пределы теории вероятностей. Он служит 

основой для использования нормального распределения в процессе 

решения многих практических задач. 

 

Ключевые слова: теория вероятностей, последовательность случайных 

величин, центральная предельная теорема, условие Линдеберга, теорема 

Линдеберга-Феллера, математическое ожидание, дисперсия, нормальное 

распределение, условие Ляпунова, теорема Ляпунова. 
 

 

Введения 

ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

Результат 1. Условие Линдеберга (L) достаточно, но не обязательно для того, чтобы 

ЦПТ была верной. 

Результат 2: Роль условия Ляпунова для ЦПТ 

Результат 3: условие Ляпунова является «более жестким» условием, чем условие 

Линдеберга (L) для выполнения ЦПТ. 

ОБСУЖДЕНИЕ 

Приведем простейшую версию центральной предельной теоремы, применимую к 

последовательности независимых случайных величин, распределенных равномерно: 

Теорема 1. [1]  , n 1n   случайные величины независимо равномерно распределены и

nM a =  конечное математическое ожидание и конечное 
2 0, 1nD n =   . пусть 

имеет дисперсию. Тогда они удовлетворяют центральной предельной теореме, т.е. 

P (
ξ1+. . . +ξn − na

σ√n
≤ x)

 n→∞ 
→      Φ(x) 
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ЦПТ также действителен для последовательности различных независимых 

распределенных случайных величин при соблюдении определенных условий. 

Определение 1. Если для любого 0   
1

sn
2 ∑ ∫ (x − ak){|x−ak|≥ε}

n
k=1

2
dFk(x)

 n→∞ 
→      0

 

( л ) 

если, то , 1k k   Условие Линдеберга для последовательности случайных величин 

называется выполненным, где ak = Mξk, sn
2 = ∑ Dξk

n
k=1  и ( )kF x – k  функция 

распределения случайных величин, ξnk =
ξk−ak

sn
 и ∀ε>0

 

число 

Состояние Феллера: lim
n→∞

max
1≤k≤n

Mξnk
2 = 0(Ф) 

lim
n→∞

max
1≤k≤n

P{|ξnk| > ε} = 0( УАН ) 

 Эти условия связаны следующим образом: (L)⇒(F)⇒(UAN), при этом каждое из этих 

условий играет свою особую роль в том, подходит ли ЦПТ. 

 Приведем теперь два основных результата. 

Теорема 2 (Линдеберг).[4] Если выполняется условие Линдеберга (L) выполняется для 

последовательности независимых случайных величин, то для произвольного x R  

P (
ξ1+...+ξn−M(ξ1+...+ξn)

√D(ξ1+...+ξn)
≤ x)

 n→∞ 
→      Φ(x) =

1

√2π
∫ e−

u2

2 du
x

−∞
 (1) 

выполняется центральная предельная теорема. 

Теорема 3 (Линдеберг-Феллер).[4] условие (  , 1n n  F ) условие (F) для 

последовательности выполнено. Тогда условие (L) необходимо для выполнения ЦПТ 

значением. 

Как различные условия влияют на соответствие ЦПТ 

Теперь мы используем условия (L) и (F), чтобы определить, как вышеупомянутые 

результаты связаны с ЦПТ. В связи с этим он складывается из несвязанных между собой 

случайных величин  , 1n n   просмотрим последовательность, вместе с этим ξn ∼

N(0, σn
2), здесь σ1

2 = 1 и σk
2 = 2k−2,  k ≥ 2. 1 ...n nS  = + +  совокупность 0nMS =  

равен математическому ожиданию и 
2 12n

n ns DS −= =  имеет дисперсию _
ξk

sn
∼ N(0,1/2) 

и по этой причине значение n  для 
Sn

sn
∼ N(0,1). Так, n  так последовательность ЦПТ 

значением, затем  

lim
n→∞

max
1≤k≤n

σk
2

sn
= lim
n→∞

2n−2

2n−1
=
1

2
≠ 0 

нам ясна и вместе с этим  

max
1≤k≤n

P {
|ξk|

sn
≥ ε} ≥ P {

|ξn|

sn
≥ ε} = 1 −

1

√π
∫ e−u

2
1
2/2du > 0.

ε

−ε

 

Таким образом, мы заключаем, что условие Феллера (F) не выполняется. Поскольку это 

удовлетворяет ЦПТ, условие Линдеберга (L) также не выполняется. Отсюда следует, что 

условие Линдеберга (L) является достаточным, но не необходимым для пригодности 

ЦПТ. 
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Условие Ляпунова и ЦПТ 

Помимо условия Линдеберга (L), есть еще одно классическое условие. Это условие 

называется условием Ляпунова, и оно также обеспечивает справедливость ЦПТ. 

Определим условие Ляпунова.  

 , 1n n  − несвязанные случайные суммы, а также как обычно 

ak = Mξk,  σk
2 = Dξk,  Sn = ξ1+. . . +ξn а также sn = (DSn)

1/2 

пусть будет каких-то δ > 0 для ξk, k ≥ 1 имеет упорядоченный абсолютный 

центральный момент, т.е. 2 + δ − , т.е M{|ξk − ak|
2+δ} < ∞ пусть будет 

lim
n→∞

1

sn
2+δ∑ M|ξk − ak|

2+δn
k=1 = 0 (2) 

Условие называется Ляпуновым 

Tеорема 4 (Ляпунова).[1] Если  n n N



 он существует для последовательности 

случайных чисел 1 =  есть, n→в 
1

sn
3 ∑ M|ξk − ak|

n
k=1

3
→ 0( условие Ляпунова ) (3) 

если соотношение выполнено, то для этой последовательности случайных величин 

верна центральная предельная теорема, т.е. 

P(Sn
∗ < x) → Φ(x), (n → ∞) 

Sn =
1

sn
(ξ1+. . . +ξn − (a1+. . . +an)) 

Теперь определим роль условия Ляпунова для ЦПТ. 

(a) Доказательство теоремы Ляпунова показывает, что условие (2) является 

достаточным. (2) Легко показать, что для ЦПТ это не нужно. Смотрим пример (2), там 

ξ1 ∼ N(0,1) и k ≥ 2 для ξk ∼ N(0, 2
k−2) независимые, определяемые отношениями 

{ξk, k ≥ 1} была просмотрена последовательность случайных чисел. 0   условие (1) 

не выполняется при таком выборе суммы. Однако как в примере (2). такие как 
Sn

sn
 нормально N(0,1) не распределена и по этой причине {ξk}последовательность 

подчиняется ЦПТ. 

Вывод 

Таким образом, условие (2) не обязательно для того, чтобы ЦПТ была подходящей. 

Один из способов доказательства теоремы Ляпунова состоит в доказательстве вывода 

условия Линдеберга (L), обеспечивающего справедливость ЦПТ, из условия Ляпунова 

(2). (L) Нас интересует построение конкретного примера для последовательности 

случайных величин, где выполняется сфера Линдеберга (т. е. выполняется ЦПТ), но не 

выполняется условие Ляпунова. Функция плотности для этого 

p(x) = {
0, agar x ≤ c,
c

x3 ln2 x
, agar x > c,

 

(здесь 0c  −  нормирующая постоянная: ∫ p(x)dx = 1
∞

−∞
) которая есть {ξn, n ≥ 1} мы 

видим независимые одинаково распределенные случайные величины. Во-первых 0 <

Mξ1 < ∞,  0 < Dξ1 < ∞ и, следовательно, условие Линдеберга (L) выполнено, и ЦПТ 

выполняется для последовательности {ξn}  

 Во-вторых δ > 0 если для любого 
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M|ξ1|
2+δ = ∫

cdx

x1−δ ln2 x

∞

c

= ∫
cxδd(ln x)

ln2 x

∞

c

= ∫
ceδu

u2

∞

c

du = ∞. 

Отсюда следует, что условие Ляпунова (1) не может быть выполнено. Иными словами, 

условие Ляпунова является более «жестким» по сравнению с условием Линдеберга (L) 

условием выполнения ЦПТ. Однако проверить условие Ляпунова проще, чем условие 

Линдеберга, когда момент третьего порядка конечен. 
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